Klausur zur Quantentheorie II, SS 2010 10.07.2010

Schreiben Sie Thren Namen und Ihre Matrikelnummer auf jedes Blatt!! Viel Erfolg!

Aufgabe 1 Kurzfragen (je 0.5 Punkte)

a) Wieviele reelle Parameter benétigt die Festlegung eines reinen Qubit-Zustandes?
b) Es gelte o (1 — ) = 0 . Ist ¢ ein reiner Zustand oder ein Gemisch?
c) A= |Y)N¢| . Vereinfachen Sie tr(A?).

d) Gilt o, o, =0, 0, ?

)

) A

)

e) Welche der folgenden Zusténde eines 2-Qubit-Systems sind verschrankt:
01) . Z5(101) = [10)) , 5(|0) + 1)) @ (10) = 1)) ?

f

Sind Superoperatoren in der Regel invertierbar?

g) Ist der Dichteoperator im Heisenberghild zeitabhéingig?

)
)

h) Sei ®(7,t) ein Quantenfeld und |k> =al(k ) |0). <E|<I>(F, t)|l_5) =7
)

i) Welche der folgenden Grofien sind Lorentz-invariant:
Energie £ , Drehimpuls-Quadrat L? , Massendichte m tT+%) ?

= sh + 7

Aufgabe 2 Quanten-Ampel (5 Punkte)

In einem Drei-Zustands-System (,, Qutrit*) mit Basis {|1) ,|2) , |3) } definieren wir die Ampel-
Observable A =31+ (0 1 8)’ mit Eigenwerten (4,4, 2) und zugehorigen Eigenzusténden

(Jrot) , |gelb) , |griin)). MeBwerte a = 4 und @ = 2 meinen also STOP bzw. GO. Ein reiner
Strom von Quanten-Autos werde beschrieben durch Zustinde

) = \/m (|1) +2) + « |3)) mit freiem Parameter o € C .

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten fiir STOP und fiir GO.

b) Es wird ein Stromteiler als Weiche eingebaut, der eine Zerlegung 1 = F; + F, durch
zwei Filter

1 1 0 1-1 0
Ae(iil) we mes(g) we ReR e AR-0

realisiert und demgemé&$ den Strom spaltet in die Teile |v;) o< F;|¢) firi = 1,2.
Welcher Anteil der Autos fahrt wohin? Berechnen Sie die GO-Wahrscheinlichkeiten
Weo(|1ps)) fiir beide Teile. Wo steht die Ampel ofter auf griin?

Hinweise:
Achten Sie auf das Normieren der Zustédnde! Vorschlag: Diagonalisieren Sie A und bestimmen Sie
die Eigenraum-Projektoren P, = Py und Py = Pgrop. Test: A =2 P, + 4 Py.



Aufgabe 3 Verschrinkt oder nicht? (5 Punkte)

Gegeben seien zwei Zustande [¢) und |¢s), die jeweils aus zwei Qubits A und B (mit der
Basis {|0),|1)}) zusammengesetzt sind:

) = 3(¢l00) —q[01) + ¢ [10) — ¢"[11) ) ,
) = 5(q100)+q[01) +q"[10) —¢"[11) ) ,  mit ¢g=1.
a) Geben Sie eine Schmidt-Zerlegung von [i1) und |¢) an.

b) Was ist jeweils die von Neumann-Entropie S(o4) = — tra(oalog,04) des ersten
Teilsystems?

¢) Ist einer der beiden Zustédnde verschrankt? Welchen der Zustande wiirden Sie in einem
Experiment benutzen, um eine Verletzung der Bell-Ungleichung nachzuweisen?

Hinweise zu Teil a):

Bestimmen Sie zuerst die reduzierten Dichtematrizen o4 = trp [¢1)(¢1| und o = tra |[11)¢1].
Diagonalisieren Sie g4 und gp. Schreiben Sie |¢/1) als Linearkombination der Eigenvektor-Produkte.
Man kann das Ergebnis auch erraten!

Wiederholen Sie die Rechnung fiir |¢2). Hier auf Entartung achten! Alternativ: setzen Sie an

[W2) = 5(10)[6) + 1) |61)) mit |¢) = a|0)+B[1) und (¢1]d)=0.
Uberpriifen Sie Ihre Resultate!

Aufgabe 4  Bose-Feld im Fockraum (5 Punkte)

Gegeben sei ein nichtrelativistisches Bose-Feld () = >, u(7) ai, , wobei die uy(7) ein
vollstdndiges Funktionensystem der zustéindigen Schrodingergleichung bilden. Fiir den Va-
kuumzustand |0) des Systems gilt:

(0]0) =1 und  a;|0) =0 VYVk.
Betrachten Sie die Zusténde |i) = a! |0) und |i, j) = aja} |0) mit ¢ # j.

a) Zeigen Sie, daB diese Zusténde Eigenzustinde zum Teilchenzahloperator N = ), aZak
sind, d.h. daBB N |i) = n,|i) sowie N |i,j) = ny; |7, j) gilt. Geben Sie n; und n;; an.

b) Zeigen Sie, da} der Felddrehimpuls-Operator

die Matrixelemente
GILE) = G;  und (i Llig) = G+ 0

besitzt, wobei wir , = [&Pr up () (7 x ?ﬁ) um () abkiirzen.

Hinweis: Es gilt [ag, a;rn] = Ok



Aufgabe 5 Dekohdrenz auf der Blochkugel (5 Punkte)

Gegeben sei ein Qubit A, welches an einen dreidimensionalen Hilbertraum Hpg koppelt.
Die Kraus-Operatoren fiir den sogenannten ,,Zwei-Pauli“-Kanal in H 4 sind gegeben durch

My=+/1—p1 , Mlz\/gax, MQ:\/gch, pelo1].

a) Bestétigen Sie, dafl ) WM l M, = 1. Wie lautet die unitére Darstellung dieses Kanals
in Ha®Hpg? Geben Sie dazu seine Wirkung auf den Basis-Zustidnden |00) = |0) , |0) 5
und [10) = 1), |0) ; an.

b) Berechnen Sie die Veranderung der Dichtematrix g in H4 geméaf

o = Y MyoM  fir o=3(1+57).
o

Wie entwickelt sich damit der dreidimensionale Blochvektor §° unter der Wirkung des
Zwei-Pauli-Kanals? Charakterisieren Sie die bewirkte Verformung der Blochkugel fiir

p aus den Intervallen [0, 3], [3, 2] und [2,1].

Erinnerung:

Die Pauli-Matrizen erfiillen o; 0; = ;5 + i€ 0p. Explizit: o, = <(1) (1)) und o, = ((1) _?).

Aufgabe 6 Ortsoperator eines Dirac-Teilchens (5 Punkte)

Berechnen Sie im Heisenbergbild die Zeitentwicklung des Ortsoperators Z(t) eines kréfte-
freien relativistischen Teilchens und vergleichen Sie diese mit der aus der klassischen rela-
tivistischen Punktmechanik folgenden Bahn

Z(t) = 7(0)+ vt mit 7 = *p/E und E = /m2c* + 2p? .
Der quantenmechanische Zusatzterm wird als ,, Zitterbewegung® interpretiert.
Anleitung:

Fiir jede Observable gilt in einem festen Inertialsystem M = %[H , M] mit dem Diracschen
Hamiltonoperator H = c¢@d - '+ mc?3. Leiten Sie die Differentialgleichungen

Z(t) = cal(t) und @) = —Z(a(t) - efH )H

her und integrieren Sie diese, um Z(t) zu finden. H und p sind Konstanten der Bewegung.

12 Punkte geniigen zum Bestehen! Don’t panic!



